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數學新世界 
單元一 認識數字 

指導：CA 

國小核心概念 作者：白晨如 

 

    你會數數嗎？你可以從 1數到多少呢？

下面的數字是阿拉伯數字，你認得幾個

呢？把你知道的圈起來！ 

 

1. 我們來看一看、讀一讀、還有聽寫數字！ 

（1） 讀讀看這個車牌號碼。 

 

（2） 請聽老師唸學校的電

話號碼並寫下來。 

___________________ 

 

（3） 翻翻數學課本，最後一

頁的頁碼是多少呢？(      )頁 

然後，請你翻開到第 35頁。 
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（4） 量一量自己的身高和體重！ 

你的身高是 

(      )公分。 

你的體重是 

(      )公斤。 

 

（5） 把下面這張高鐵票的阿拉伯數字圈

起來，這些數字在說什麼呢？  

 

 

 

 

 

生活上經常使用數字，它們都有各自

的用途！有時是編號，有時是順序，有時

是總數…。 

 

 

感知、思考與學習 
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2. 哇！好漂亮的金莎花束！數一數總共有

多少顆巧克力呢？ 

 

1、2、3、4、…你是怎麼數的呢？ 

好多顆呀！ 拿盒子來裝，

一個盒子可以裝 4顆， 

全部有 (      )顆巧克力 

可以裝成 

(      )盒又剩(      )個。 

包裝 盒 個 

顆數   

 

 

 

 

 

小單位不好用的時候，我們會用大單位！ 

感知、思考與學習 
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3. 媽媽買了一些東西，收銀機上面顯示了

這個數字 

 

 

如果媽媽有足夠的零錢，她可以怎麼付

錢呢？ 

 (     )張 

            

(   )個   (   )個   (   )個  (   )個 

 

4. 用手指頭比一比、數到 30！ 

請一邊數一邊用手指頭比出來。 

 

 

247 
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接下來呢？糟糕！手指頭不夠用了~ 

趕快找一位好同學來幫忙！ 

 

                十 1   十 2   十 3    十 4   十 5  

 
                 十 6   十 7   十 8     十 9  二十 

想要繼續數下去的話， 

那就要再找一位同學來幫忙囉~ 

 

現在已經數到二十了！ 

 

 

 

 

 

十個 1就是 1個十，二十個 1就是 2個十。 
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2個十，是二十 

 

      二十 1  二十 2  二十 3  二十 4  二十 5 

 

   二十 6  二十 7 二十 8  二十 9  三十 

如果再繼續數下去， 

那就要找更多的同學呢！ 

 

現在已經數到三十了！ 

先數到這就好~讓我們想一想：想用阿

拉伯數字寫下數字「十」，怎麼寫會比較

清楚呢？當我們數了幾個十又多少時，

怎麼寫呢？ 

 

 

 

    

 

十 壹 

1 0 

寫這樣表示是 

1個「十」沒有壹。 

十 壹 

2 5 

寫這樣表示是 

2個「十」又 5。 
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數學新世界 
單元二 比長短  

指導：CA 

國小核心概念 作者：白晨如 

 

    有的書放得好高~拿不到呀！怎麼辦

才好呢？請你幫忙想個好辦法吧！ 

 

生活上有時候會遇到一些狀況，在這些

狀況中，我們可以動動腦、想一想就能

長知識喔！ 

1. 在賣衣服的店家內。 

媽媽挑了一件裙子試穿覺得有點短，於

是，又拿了一件試穿，媽媽覺得比較剛

好，便結帳買了！你知道媽媽買的裙子

是下面的哪一件嗎？在內打。 

你可以說說看為什麼嗎？ 

     

  
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練習題：你覺得哪一面的圍牆比較高呢？ 

   

□左圖                  □右圖 

 

 

 

 

 

比較需要有個基準！ 

 

 

 

2. 爸爸使用筆記型電腦工作，發現插座離
桌子有點遠，電腦的電源線不夠長，於
是，就拿了延長線。 

  

你知道延長線的功用嗎？說說看！ 

 

感知、思考與學習 

8



 

練習題： 

小欣說：我再長 3公分就有 125公分了！ 

所以，小欣的身高比 125公分 □高  □矮 

 

 

 

 

 

比較短的，加一段就會變長！ 

 

 

3. 當我們覺得自己

的頭髮變長了，想

要短一點，就會到

理髮店剪頭髮！ 

 

練習題： 

右圖中的四位女生，   

誰的身高最高呢？ 

 

 

感知、思考與學習 
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比較長的，減一段就會變短！ 

 

 

4. 感覺厚與薄。 

（1） 夏天遮陽防晒的時候，你會想要穿哪

一件外套呢？ 

有寒流來的冬天你會想要穿哪一件

外套呢？ 

     

 

（2） 下面是花生吐司，你喜歡吃哪一種？ 

 

 

 

感知、思考與學習 

  

一般吐司 厚片吐司 

    
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練習題： 

你家有掛日曆嗎？ 

通常一年有幾天呢？ 

（      ）天。 

日子一天一天過去， 

日曆一天一天愈撕愈  

 □厚  □薄 

 

 

 

 

厚薄感覺像切片， 

薄的比較少片，厚的比較多片。 

 

 

 

 

5. 你覺得照片中的小 baby想拿到他的奶嘴，

他會怎麼爬呢？是直直的往奶嘴方向

爬嗎？ 

 

 

感知、思考與學習 
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練習題： 

照片中的這一座橋坐落在臺中的高美濕

地，它看起來是「S」型的。一般的橋通常

是「一」字型的。照片中有個黃點，如果想

要蓋一座到對岸「最短的」橋，應該怎麼

蓋呢？請你畫畫看！ 

 

 

 

 

從這邊到那邊，直直的不轉彎比較短！ 
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看圖比比看，誰比較高！ 

 

（1） 圈圈甲的兩個人，誰比較高呢？ 

□左邊的女生  □右邊的男生 

寫下你是怎麼知道的。 

 

 

（2） 圈圈乙的兩個人，誰比較高呢？ 

□左邊的男生  □右邊的女生 

寫下你是怎麼知道的。 

 

 

（3） 圈圈丙的兩個人，誰比較高呢？ 

□左邊的女生  □右邊的女生 

寫下你是怎麼知道的。 

練習題 

甲 

乙 

丙 
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數學新世界 
單元三 順序 

指導：CA 

國小核心概念 作者：白晨如 

 

    看看下面的圖片，想一想，通常我們

到什麼地方做什麼事情的時候，會需要

領號碼牌呢？  

  

   

小朋友你知道領號碼牌要做什麼用

嗎？拿號碼牌是不是可以知道還要再等

幾個呢？ 

 

1. 老師請小朋友排成一隊，帶到戶外玩溜

滑梯。 

 第1 個 

2 
3 4 5 7 8 ？ 

14



（1） 全部有（      ）位小朋友，穿紅色運動

服的小男孩排在第（      ）個。 

（2） 排在穿紅色運動服小男孩的「前面」

有（      ）位小朋友，他的「後面」還

有（      ）位小朋友。 

 

2. 爸爸外帶餐點，目前燈號是 21號，爸爸

拿的是 33號，請問他要再等幾個就可以

輪到他了呢？再等（      ）位。 

 22   23   24   25   26   27 

 

         28   29   30   31   32   33 
 

 
 

3. 右圖是百貨公司樓層介紹。 

小如現在在 3樓。 

她想到 10樓吃個飯，3樓再往上

(      )樓，就到達 10樓。 

吃飽飯後，小如從 10樓搭電梯

往下(      )樓到 B2開車回家！ 

 

 

 

 

1 個 

 

2 個 

 

3 個 

 

第？個 
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4. 9月 13日是中秋節，也就是 9月的第 13

天，那麼，再過幾天就是教師節呢？ 

 

13   14   15   16   17   18   19   20 

 

 

21   22   23   24   25   26   27   28 

 

9月 13日中秋節，再過 (      )天是 

9月 28日教師節。 

 

 

 

 

 

 

有順序的數字，可以計算相差多少。 
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過
二
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第
三
天 

中
秋
節
後 

教師節 

第 

4 
天 

中秋節 
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這一排的房子有 8間，如果郵差從右邊

過來送信件到箭頭指向的那一戶，那是

從右邊數來第(      )間；如果郵差從左邊

過來，則是左邊數來第(      )間。 

 

 

練習題 

右邊 左邊 
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數學新世界 
單元四 多與少  

指導：CA 

國小核心概念 作者：白晨如 

 

    下面的圖片是超商賣的茶葉蛋，原

本一鍋滿滿的，後來，有人買走了就變少

了。於是，店員又補了幾顆進去！  

   

一個一個取走就變少，一個一個放進鍋

裡就變多！ 

1. 增加與減少，如果覺得… 

（1） 豆漿不夠甜， 

我們會… 

 

（2） 書包好重， 

我們會… 

 

（3） 體重過重， 

我們會… 

 

（4） 衣服穿太少好冷， 

我們會… 

 

 

愈來愈少 滿滿的 再補一些 
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2. 媽媽買了一盒 10顆的湯圓。 

家裡有    、   、    、     4個人。 

如果每人吃 2顆，夠不夠吃呢？ 

 

 

    

               

結果，每人 2顆 夠  不夠 吃。 

有剩下嗎？有剩  沒有剩 。 

 

那麼，夠不夠每人吃 3顆呢？ 

夠  不夠 。 

為什麼呢？說說看！ 

 

3. 這一盒巧克力夠不夠分給圖片中的小

朋友們一人一顆呢？ 

 

我們怎麼知道夠不夠呢？ 
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  方法一：一個一個發！ 

 

 

 

 

一顆巧克力給一個小朋友！ 

也就是， 

每劃掉一顆巧克力接著就劃掉一個小

朋友！ 

 

  方法二：數一數！ 

巧克力總共有（      ）顆， 

小朋友總共有（      ）位。 

 

結果，巧克力的個數比小朋友的個數 

 多  少 （      ）個。 

 

 

 

 

 

   想比出誰多誰少， 

   可以一個一個比， 

   也可以全部算出來再比！ 

 

 

感知、思考與學習 
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公車到站後，有 4個人下車，6個人上車，

請問公車上的人是變多還是變少呢？ 

        

 

公車上的人會 變多  變少 。 

練習題 
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數學新世界 
單元五 分與合  

指導：CA 

國小核心概念 作者：白晨如 

 

 

    每天早上你是不是開開心心的上學

呢？白天的時候，家人們會各自出門上學、

上班，到了傍晚又會回到家聚在一起囉！   

 

接下來，讓我們來想想有關分分合合的

問題！ 

 

1. 明天要戶外教學，應該準備哪些東西呢？

下面這些東西你會把它們分別放在背

包的哪裡呢？ 

  

因為經常想喝水，所以把水壺放在… 

零食體積比較大，所以放在… 

零錢和悠遊卡隨時可能用到… 

 

 

    背包分層和大小區塊的設計，可以

讓我們按照需要將東西區別放好呢！ 
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2. 為什麼大賣場的收銀台會有好幾個櫃

台呢？如果只有一個收銀櫃台那會發

生什麼事呢？ 

 

 

 

3. 生活課的時候，老師拿了 4個地球儀要

讓大家看看世界各國在哪裡，可是全班

有 22個人，怎麼樣才能讓全班同學都看

得到呢？你有什麼好方法呢？ 

    

 

 

 

23



 

 

4. 小萱和小艾兩家人一起去遊樂區玩。 

小萱家有 2個大人 2個小孩，小艾家是

2個大人 1個小孩。 

也就是（      ）個大人、（      ）個小孩。 

  

 

5. 這裡有 13顆糖果，你覺得可以分給幾個

人呢？ 

 

請你利用下面的 13個圓圈，分分看！ 

 

○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ 

 

 

 
自己留 2顆 
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把整體分成部分！ 

又可以再把整體合併回來! 

 

 

 

6. 班上有 10位同學，試回答下列問題： 

 

（1） 如果今天有 2位同學請假， 

那麼，有（      ）位同學有來上學。 

全班 10人 

有來上學 沒有來上學 

 2 

 

 

（2） 班上有 6位女生，那麼，男生有多少

位呢？班上有（      ）位男生。 

全班 10人 

女生 男生 
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老師想知道班上的小朋友放學是怎麼回

到家的，請幫忙數一數和做記錄： 

我們班總共有（      ）位小朋友。 

「走路」回家的有： 

 

 

 

（      ）位小朋友 

 

「家長接送」回家的有： 

 

 

 

（      ）位小朋友 

 

「安親班、補習班」接回的有：  

 

 

 

             （      ）位小朋友 

 

還有其他的方式嗎？ 

我們把這個調查做成表格： 

全班 (      )人 

步行 
家長 
接送 

安親班 
補習班 

其他 

    

 

練習題 

劃記： 

劃記： 

劃記： 
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數 學 新 世 界 第 1 章 負數 
指導：CA 

核心概念學習單 作者：陳梅仙 
 

 
 

 

 

     

天氣涼了，阿明穿起了外套走路上學去，阿明到學校後和同學們一起將教

室的門窗打開，第二節上體育課，阿明把外套脫掉，上完課，阿明很渴，一下

子就把水壺中的水喝完了，還沒能解渴，就趕緊到學校的飲水機裝水喝，午

後大陽光好大都照進教室裡了，同學把窗簾拉起來遮陽，遮陽讓教室有些暗，

只好開燈上課，慢慢的，到了放學的時間，阿明和同學們將窗簾拉開，門窗

關妥，阿明和同學一起快樂的回家去了。 

    在阿明的這一天當中，哪些行為彼此之間是屬於相反，而且具有可以互

相抵消作用的呢？請將下面具有互相抵消作用的語詞圈出來。 

「穿外套」和「脫外套」。 

「裝水」和「喝水」。  

「上學去」和「回家來」。 

「開門窗」和「關門窗」。 

「拉開來」和「收起來」。 

「開電燈」和「關電燈」。 

    在數學上，我們利用「負」這個字來表現「相反」的意思，所以，我們

可以這樣說：「阿明穿外套」就相當於是「負」的「阿明脫外套」，或者，我們

也可以這樣說，「負」的「阿明穿外套」就相當於是「阿明脫外套」，請你試著

寫寫看： 

「負」的「阿明關門窗」就相當於是「______________________」 

「負」的「阿明開電燈」就相當於是「______________________」 

 

結論：正負是用來描述兩個可以相互抵銷的語詞。 

負數的意義 
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    阿明的學校實施榮譽制度，學生有好的表現就可以取得「優點卡」給予鼓

勵，不小心表現不好時給予「缺點卡」作為警惕，而且一張缺點卡可以與一

張優點卡互相抵消，經過一個學期的表現，阿明收集了 12 張優點卡和 4張缺

點卡，經過抵消後總結算，我們發現阿明的結算結果是 8張優點卡。 

 

 

 

 

    我們紀錄為(12 張優點卡) + (4 張缺點卡) = (8 張優點卡)。 

    我們知道優點卡和缺點卡具有相反以及互相抵消的作用，因此，我們可

以這樣說：1 張優點卡就相當於是負的 1 張缺點卡，或者是說，1 張缺點卡就

相當於是負的 1 張優點卡。 

    如果我們將 1 張缺點卡紀錄為負1 (記為−1)，那麼， 1張優點卡就紀錄

為正1 (記為+1)。我們也可以將上面的算式簡記如下： 

 

  (12 張優點卡) + (4 張缺點卡) = (8 張優點卡) 

    (正 12) + (負 4) = (正 8) 

     (+12) + (−4) = (+8)  

    12 + (−4) = 8 

 

  讓我們來練習一下 

優
點
卡 

優
點
卡 

優
點
卡 

優
點
卡 

優
點
卡 

優
點
卡 

優
點
卡 

優
點
卡 

優
點
卡 

優
點
卡 

優
點
卡 

優
點
卡 

缺
點
卡 

缺
點
卡 

缺
點
卡 

缺
點
卡 

互
相
抵
消 

優點記為正、缺點記為負 

正記為+、負記為− 

正號(+)省略 

負數的使用 
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1. 如果學期末做總結算，優點卡和缺點卡抵消後，小華的結算結果和阿明

一樣是 8 張優點卡，請問小華可能拿到幾張優點卡？幾張缺點卡呢？有

沒有可能和阿明是不一樣的呢？ 

 

2. 如果期末結算前，小華有一些優點卡跟缺點卡，如果，小華做了 1 件可

以獲得 3 張優點卡的善行，可是，老師手邊已經沒有優點卡了，這時候

老師可以怎麼做呢？（跟給 3 張優點卡的結果一樣） 

 

3. 如果期末結算前，小華不小心犯錯，老師決定給小華 3 張缺點卡，可是，

老師手邊已經沒有缺點卡了，這時候老師可以怎麼做呢？（跟給 3 張缺

點卡的結果一樣） 

 

4. 如果大明有 12 張優點卡，大咖有 4 張優點卡，大華有 4 張缺點卡？那麼，

大明的卡分別是大咖跟大華的幾倍呢？ 

 

5. 學校段考時，小明數學考了 70 分，檢討考

卷時，發現老師改的考卷改錯了，有道題他

答對了，卻被老師扣了 3 分，這時候老師該

怎麼做呢？ 

 

 

6. 學校段考時，小華數學考了 70 分，檢討考

卷時，發現老師改的考卷改錯了，有道題他

答錯了，卻被老師加了 3 分，這時候老師該

怎麼做呢？ 

 

+3 

+3 

+3 

+3 

70 

改錯了！ 

-3 

-3 

-3 

-3 

70 

改錯了！ 
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 經過上面的嘗試，我們來做一下整理喔！ 

下面的圖示的結算結果是 8 張優點卡，第 2 題老師想給小華 3 張優點卡，也

就是說，結算結果必須是 8+3 張優點卡，雖然老師沒有優點卡可以給小華，

老師可以拿走小華的 3 張缺點卡來讓結算結果仍然是 8+3 張優點卡喔。 

 

 

 

 

 

 

 

 

我們把上面的圖示紀錄如下： 

「增加 3 張優點卡」=「拿走 3 張缺點卡」    加上正 3=減去負 3。 

使用相同的想法，我們也可以得到下面的結果喔！ 

「增加 3 張缺點卡」=「拿走 3 張優點卡」    加上負 3=減去正 3。 

 

  結論 

      1. 正數和負數相加會互相抵消。 

      2. 減去一個數，相當於是加上這個數的抵消數(相反數)。 

        也就是說：減 a 等於加 -a 

 

※12 張優點卡是 4 張缺點卡的幾倍呢？ 

我們知道4張優點卡的3倍會是12張優點卡，4張缺點卡的3倍會是12張缺點卡，

那12張優點卡會是 4 張缺點卡的幾倍呢？很顯然的，因為優點卡跟缺點卡是

相反的，因此，12 張優點卡跟 4 張缺點卡的倍數關係可以這麼說： 

優
點
卡 

優
點
卡 

優
點
卡 

優
點
卡 

優
點
卡 

優
點
卡 

優
點
卡 

優
點
卡 

優
點
卡 

優
點
卡 

優
點
卡 

優
點
卡 

缺
點
卡 

缺
點
卡 

缺
點
卡 

缺
點
卡 

互
相
抵
消 

優
點
卡 

優
點
卡 

優
點
卡 

增加 3 張優點卡 

拿走 3 張缺點卡 

結算結果都是 8+3 張優點卡
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12 張優點卡是 4 張缺點卡相反的 3 倍   記為 

12優點卡 = (−3) ×（4張缺點卡）或 12優點卡= (4張缺點卡)×(−3) 

+12＝（−3）×（−4）或 +12＝（−4）×（−3） 

12張優點卡是4張缺點卡的負3倍，也就是說12是(−4)的(−3)倍。 

 

 

 

 

 

那「𝟏𝟐張缺點卡是𝟒張優點卡的幾倍呢？」。 

相同的，因為優點卡跟缺點卡是相反的，因此，12 張缺點卡跟 4 張優點卡的

倍數關係可以這麼說： 

12 張缺點卡是 4 張優點卡相反的 3 倍   記為 

12缺點卡 = (−3) ×（4張優點卡）或 12缺點卡= (4張優點卡)×(−3) 

−12＝（−3）× （+4）或 −12＝（+4）× （−3） 

12張缺點卡是4張優點卡的負3倍，也就是說−12是(+4)的(−3)倍。 

 

 

 

 

 

   結論 

       1. 數字乘上負數會變成相反的幾倍。 

       2. 性質不同的數字會是彼此相反的幾倍，也就是負的幾倍。 

 

 

優
點
卡 

優
點
卡 

優
點
卡 

優
點
卡 

優
點
卡 

優
點
卡 

優
點
卡 

優
點
卡 

優
點
卡 

優
點
卡 

優
點
卡 

優
點
卡 

缺
點
卡 

缺
點
卡 

缺
點
卡 

缺
點
卡 

變
成
優
點
卡 

用
負
號
將
缺
點
卡 

 

優
點
卡 

優
點
卡 

優
點
卡 

優
點
卡 

優
點
卡 

優
點
卡 

優
點
卡 

優
點
卡 
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點
卡 

優
點
卡 

優
點
卡 

優
點
卡 

缺
點
卡 

缺
點
卡 

缺
點
卡 

缺
點
卡 

變
成
優
點
卡 

用
負
號
將
缺
點
卡 
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1. 請利用「正數和負數相加會互相抵消」的關係計算下列各式。 

(1) 5 + 8 = 

 

 

 

 

(2) (−5) + (−8) = 

(3) (−5) + 8 = (4) 5 + (−8) = 

 

2. 請利用「減去一個數，相當於是加上這個數的抵消數(相反數)」的關係計

算下列各式。 

(1) 5 − 8 = (2) (−5) − (−8) = 

(3) (−5) − 8 = (4) 5 − (−8) = 

 

3. 請利用「數字乘上負數會變成相反的幾倍」的關係計算下列各式。 

(1) 5 × 8 = (2) (−5) × (−8) = 

(3) (−5) × 8 = (4) 5 × (−8) = 

 

4. 請利用「性質不同的數字會是彼此相反的幾倍，也就是負的幾倍」的關

係計算下列各式。 

(1) 5 ÷ 8 = (2) (−5) ÷ (−8) = 

(3) (−5) ÷ 8 = (4) 5 ÷ (−8) = 

 

 

 

負數的運算 
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−𝟓

𝟖
、

𝟓

−𝟖
、 −

𝟓

𝟖
 這 3 個數字是什麼關係呢？ 

(−5)

8
 是在表現−5是8的幾倍，

5

−8
 是在表現5是−8的幾倍，分子和分母

性質相反，因此，分子會是分母相反的倍數，因此，
−5

8
=

5

−8
= −

5

8
。 

 

5. 負數的 4 則運算。 

(1) 12 ÷ (−3) − 2 × (−3) (2) 12 − 7 × (−32) + 16 ÷ (−4) 

(3) 19 − (−2) × [(−12) − 7] (4) 9 + (−2) × [18 − (−3) × 2] ÷ 4 
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數 學 新 世 界 第 2章 分數 
指導：CA 

核心概念學習單 作者：陳梅仙 
 

1 
 

 

 

 
 

不到一個！不到一杯！不到一瓶！這個時候怎麼形容那些量呢？ 

1. 今天阿明生日，晚餐後，一家人喝茶聊天幫阿明慶生，吃蛋糕的時候，媽

媽說她要吃少一點，爸爸說想吃大塊一點，妹妹負責切蛋糕，妹妹該怎麼

分蛋糕才好呢？ 

 

 

 

 

 

 

2. 爸爸泡茶給大家喝，阿明負責倒茶，阿明發現爸爸泡的每壺茶剛好可以倒

滿 5 個小茶杯，媽媽喝了 3杯後就說喝不下了，妹妹很喜歡爸爸泡的茶，

總共喝了 13 杯！我們會說妹妹喝了幾壺茶呢？ 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

分數的意義 

(1) 爸爸和媽媽可以利用分數來跟妹

妹講清楚他們想要吃多大塊喔。 

(2) 妹妹很顯然喝超過 1 壺囉，1 壺

可以分 5杯，妹妹最後喝了 13杯，

我們可以說妹妹喝了 2壺又 3杯，

也可以利用分數 2
3

5
 壺，或者 

13

5
 

壺來表現喔。 

(3) 分數就是先分再數喔！ 

 

小幫手 

34



 

 

3. 媽媽說她要吃蛋糕的 
1

8
 ，爸爸說他要吃蛋糕的 

1

4
 ，妹妹該怎麼切蛋糕才

可以切出媽媽和爸爸想吃的蛋糕大小呢？切切看！ 

    

 

 

 

 

 

    妹妹可以先切出 
1

4
 給爸爸，再細分後切出 

1

8
 給媽媽。 

 

4. 妹妹把蛋糕分給爸爸和媽媽後，還剩下多少蛋糕可以給哥哥和自己享用

呢？ 

 

 

 

 

 

 

(1) 分數再細分，幾倍分就幾倍拿(數)，大小不變。 

(2) 兩個分數的分母不同代表「分」的方式不同，無法合併算，必須先 

再細分成相同的分法才可以進行加減運算。 

 

小幫手 

小幫手 
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1. 請利用「分數再細分，幾倍分就幾倍拿

(數)，大小不變。」把分母變成一樣來完

成下面的計算。 

 

(1) 
5

6
+

3

4
 (2) 

3

5
−

2

7
 

 

 

2. 請利用「先分再數」來完成下面的計算。 

 

 

 

 

 

(1) 
5

6
×

3

4
 (2) 

3

5
×

2

7
 

 

 

 

分數的運算 
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3. 我們知道兩個數字相除的結果不會因為這兩個數字一起放大(擴分)或一

起變小(約分)而改變，我們利用把除數變成 1來計算分數的除法，會發現 

2

3
÷

7

5
= (

2

3
×

5

7
) ÷ (

7

5
×

5

7
) = (

2

3
×

5

7
) ÷ 1 =

2

3
×

5

7
。請利用「除以一個數就相

當於是乘以這個數的倒數」來完成下面的計算。 

(1) 
5

6
÷

3

4
 

 

 

 

 

 

(2) 
3

5
÷

2

7
 

 

4. 請利用「
−5

8
=

5

−8
= −

5

8
」以及「負數具有相反抵消的性質」來完成下面的

計算。 

(1) 
−5

6
+

3

4
 (2) 

−3

5
−

2

7
 

(3) 
−5

6
×

3

4
 (4) 

−3

5
×

−2

7
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(5) 
5

6
÷

−3

4
 (6) 

−3

5
÷

−2

7
 

(7) [－5－(－11)]÷( 
3

2
×4) (8) 3×(－9)－18×( 

1

9
－ 

1

3
) 
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數 學 新 世 界 第 3章 數線 指導：CA 
核心概念學習單 作者：陳梅仙 

 

3-1數線的意義 

1. 我們量身高的時候，都會先站到量身高的檯

子上，然後再讀取頭頂著的刻度是多少，為

什麼我們要先站在檯子上呢？ 

 

 

2. 當我們站到體重機上秤體重的時候，我們會

看到指針從哪個數字開始移動呢？測量出

來的體重有多少要看哪裡呢？ 

 

 

3. 阿明測量體重前，發現體重計的指針指在 3

公斤的位置，測量體重的時候發現指針最後停

在 57 公斤的位置，阿明的體重

是 57 公斤嗎？還是？ 

 

 

 

4. 在台灣看到下雪是很令人興奮的事情，一路開車從

平地開往合歡山，會看到溫度不斷的下降，如果隔天

溫度下降到 0 度以下，再加上濕度夠高，就會看到

下雪啦！請在右邊溫度計上畫出溫度從25度下降到

零下 3 度的圖形，並計算這樣的溫差有幾度呢？ 

 

 

小幫手：1.刻度上的數字代表的是從基準 0 開始所測

量出來的總大小。 

2.如果沒有從 0 開始測量，那就必須扣除一

開始的數值，做歸零的動作，才會是真正的

測量值。 

3.當想測量的物件是在基準以下，我們會使

用負數來表現相反和大小。 
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3-2 數線的標記 

1. 放學回家的時候，阿明和小華在校門口道別之後，阿明往右走，小

華往左走，阿明路過 7-11 之後不久就到家了，小華在路過郵局之

後也到家了，如果我們把學校的位置標記為 0（把它當基準點），

7-11的位置標記為 5，阿明家、郵局和小華家應該標記什麼數字呢？ 

 

 

 

 

2. 阿明和小華誰的家距離學校比較近呢？ 

 

 

 

3. 從小華家到 7-11 要怎麼說？有多遠該怎

麼說呢？ 

 

 

 

小幫手：1.只在乎大小，不管正負號，我們稱為「絕對值」。 

2.利用適當的基準量（往哪個方向移動一個單位）將數字標記

在一條直線上就稱為「數線」。 

 

4. 請在下面的數線上標記出數字-4、0 和 2 的位置，基準量是什麼？ 

 

 

 

小幫手：增加就變大，減少就變小，以右為正的數線，右邊的數字會

比左邊的數字來得大。 

 

 

 

  

學校 7-11 阿明家 小華家 郵局 

增加 

喝掉 
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3-3 數線上的計算 

1. 加減法的運算 

對比 3+2 和 3-2，我們知道+2 和-2 是相反的作用。 

對比 3+2 和 3+(-2)，我們知道+2 和+(-2)是相反的作用。 

對比 3+(-2)和 3-(-2)，我們知道+(-2)和-(-2)是相反的作用。 

上面的算式在數線上計算的圖形如下： 

 

       
 

       

 

小幫手：1.減去 2 就是想把 2 拿掉，因此「減去 2=加上負 2」。 

2.減去負 2 就是想把負 2 拿掉，因此「減去負 2=加上 2」。 

 

2. 請在數線上畫出下面的算式的計算。 

(1) -5+2 

 

 

(2) -5-2 

 

 

(3) -5+(-2) 

 

 

(4) -5-(-2) 

 

 

(5) -7-1+4 

 

 

  

3 

3 

3 

3 

+2 -2 

-(-2) +(-2) 

相反 

相反 

相反 
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3. 請利用「負號代表相反的性質」來進行下面算式的乘除法運算 

對比 3×2 和 3×(-2)，我們知道×2 和×(-2)是相反的作用。 

對比 3÷2 和 3÷(-2)，我們知道÷2 和÷(-2)是相反的作用。 

上面的算式在數線上計算的圖形如下： 

 

  
 

 

 

  

 

4. 請在數線上畫出下面的算式的計算。 

(1) -3×2 

 

 

(2) -3×(-2) 

 

 

(3) -3÷2 

 

 

(4) -3÷(-2) 

 

 

(5) -2×3÷(-1) 

 

 

 

 

 

 

3 

3 

×2 

×(-2) 

相反 

3 3 

÷2 ÷(-2) 相反 
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3-4 數線上的距離 

1. 下面這個橡皮擦有多長呢？  

 

 
 

2. 如果你可以移動橡皮擦，你會把橡皮擦移到哪裡方便測量長度呢？ 

 

 

小幫手：把橡皮擦移到 0 的位置進行測量，就相當於是把原來 2 的位

置歸零，因此，8.5 的位置就變成了 8.5-2。 

 

3. 請用「歸零」的想法畫出並寫出下面不同測量方式的算式以及距離。 

(1) 從-2 量到 3，把-2 歸零來看 3 會變成多少。 

 

 
 

 

(2) 從 3 量到-2，把 3 歸零來看-2 會變成多少。 

 

 

 

 

結論：想測量距離，我們會先把起點的數字 a歸零，再來看終點的

數字 b 會是多少，此時會因為測量的方向而有正負之別，但

因為我們只在乎大小，因此，我們以|𝑎 − 𝑏|或|𝑏 − 𝑎|來表現

結果。 
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數 學 新 世 界 第 4章 科學記號 指導：CA 
核心概念學習單 作者：陳梅仙 

 

4-1 科學記號的意義 

1. 網路速度預計在 2020

年進入 5G 的時代，4G

和 5G 的差異是什麼

呢？ 

 

 

 

 

2. 下面有兩棟房子要賣，如果你是房仲業者，你會標價多少起跳呢？ 

    □百萬 □千萬 □億          □百萬 □千萬 □億 

 

 

 

 

 

 

3. 如果右邊的屋主想要賣 32500000 元，你會怎麼標價呢？ 

 

 

小幫手：數字的大小除了直接寫出來，我們也習慣用 10 進位的等級

來表現大小，當我們以千萬等級來標價，這時候，房子就會

至少是 1 千萬起跳，而且不會有 10 千萬，因為 10 千萬就已

經是億的等級囉！ 

 

結論：以 10 為晉級標準，以等級來表現數字大小就稱為科學記號。 

       再次提醒，我們只考慮正數的大小表示方式喔！ 
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4-2 科學記號的表示 

1. 在 10 進位的位值表，1 被寫在不同的位置，就擁有不同的位值，當

我們將數字大小寫出來，就會是下面的表示方式： 

百萬 十萬 萬 千 百 十 個 十分 百分 千分 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

 

1 百萬=1000000 

1 十萬=100000 

1 萬=10000 

1 千=1000 

1 百=100 

1 十=10 

1 個=1 

1 十分=0.1 

1 百分=0.01 

1 千分=0.001 

 

因為是 10 進位，不同位值彼此之間會以 10 倍晉級或是以 
1

10
 倍降

級，因此，我們將不同的位值以 10 為底數的次方來表示，如右上方

所示，其中 102 = 10 × 10；10-2 = 
1

10
 × 

1

10
。 

 

因為 5670000 這個數字的等級是百萬，也就是 106，以等級的方式改

寫就會變成是 5.76×106。而 0.23 這個數字的等級是百分，也就是 10-

2，以等級的方式改寫就會變成是 2.3×10-2。 

百萬 十萬 萬 千 百 十 個 十分 百分 千分 

5 7 6 0 0 0 0    

      0. 0 2 3 

 

將數字以 a×10n來表現數字大小的格式，我們就稱為科學記號，其

中 n 以整數來表現等級，a 要表現在同等級之中，因此至少有 1，最

多不能有 10，因為滿 10 就晉級了，比 1 小就降級了，即 1≤ a <10。 

 

×10 

×10 

×10 

×10 

×10 

×10 

×10 

×10 

×10 

×
1

10
 

×
1

10
 

×
1

10
 

×
1

10
 

×
1

10
 

×
1

10
 

×
1

10
 

×
1

10
 

×
1

10
 

1 百萬=1000000=106 

1 十萬=100000=105 

1 萬=10000=104 

1 千=1000=103 

1 百=100=102 

1 十=10=101 

1 個=1=100 

1 十分=0.1=10-1 

1 百分=0.01=10-2 

1 千分=0.001=10-3 
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2. 請試著以科學記號的表示方式改寫下面的數字。 

(1) 834500000 

 

 

(2) 0.000008345 

(3) 0.12345 

 

 

(4) 9 

 

3. 請問 2.451×10-3這是一個正數還是負數？你是怎麼判斷的？ 

 

 

4-3 科學記號的計算：以科學記號來表現計算結果。 

1. 比大小 

(1) 9×105 □ 2×104 (2) 9×10-5 □ 2×10-4 

 

2. 以等級表現下面運算的結果。 

(1) 9×105 ＋ 2×104 (2) 9×10-5 － 2×10-4 

 

3. 計算下面算式 

(1) 527 × 10 = (2) 527 ÷ 10 = 

(3) 527 × 10-1 = (4) 527 ÷ 10-1 = 

 

4. 以等級表現下面運算的結果。 

(1) (9×105) × (2×104) (2) (9×10-5 ) ÷ (2×10-4) 

 

46



 

數 學 新 世 界 第 5章指數 設計：CA、陳梅仙 
核心概念學習單 20190712 

 

5-1 指數的意義 

1. 哆拉 A 夢有一瓶倍增液，可以把好

吃的栗子包從 1 個變 2 個，2 個變

4 個，4 個變 8 個，…，一開始只

有 1 個栗子包，變 100 次之後會有

多少個栗子包呢？ 

 

 

 

2. 莊子：「一尺之捶(木杖)，日取其半，萬世不竭。」，

第 1 天剩下
1

2
，第 2 天剩下

1

4
，第 3 天剩下

1

8
，…，

第 100 天會剩下多少木杖呢？ 

 

 

 

 

小幫手：當我們並不想把真正的數值算出來的時候，我們會使用指

數來簡記運算的過程，譬如說：2 連乘 100 次簡記為 2100，

讀做 2 的 100 次方，
1

2
 連乘 100 次簡記為(

1

2
)100，讀做 

1

2
 的

100 次方。 

 

5-2 指數的表示 

在這裡所稱的指數其實是指某數的幾次方，譬如說： 

 

1. 某數是 2，2 連乘 5 次就稱為是 2 的 5 次方。 

2×2×2×2×2=25，25=2×2×2×2×2。 

 

2. 某數是-2，-2 連乘 5 次就稱為是-2 的 5 次方。 

(-2)×(-2)×(-2)×(-2)×(-2)=(-2)5，(-2)5=(-2)×(-2)×(-2)×(-2)×(-2)。 

 

3. 小挑戰：什麼是-25呢 (看清楚，是哪一個數字連乘五次) ？ 

 

4. 小挑戰：26、(-2)6、-26和-(-2)6這四個數字一樣或不一樣呢？ 
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5.  
2

3
 連乘 5 次就稱為是 

2

3
 的 5 次方。 

2

3
×

2

3
×

2

3
×

2

3
×

2

3
=(

2

3
)5，(

2

3
)5=

2

3
×

2

3
×

2

3
×

2

3
×

2

3
。 

 

6. 小挑戰：(
2

3
)5 跟 

25

3
 一不一樣呢？ 

 

7. 比大小：(
2

3
)5和(

2

3
)6誰大？(

3

2
)5和(

3

2
)6誰大？(貼心的提醒：就正數而

言，乘大於 1 的數有放大的作用，乘小於 1 的數有縮小的作用)。 

 

 

8. 某數的次方： 

2×2×2×2×2=25 

2×2×2×2=24 

2×2×2=23 

2×2=22 

2=21 

1=20 
1

2
=2-1 

1

2
×

1

2
=2-2 

1

2
×

1

2
×

1

2
=2-3 

 

9. 小挑戰：會有 00嗎？ 

 

 

5-3 指數律 

 

指數律談的是某數的次方的運算的簡記，而且是乘除法的運算喔！ 

我們來看一下兩個指數運算的關係。 

 

1. 某數相同，指數的乘除。 

25×23 = 2×2×2×2×2 × 2×2×2 = 25+3 = 28 

28 = 25+3 = 2×2×2×2×2 × 2×2×2 = 25×23 

25÷23 = 25×2-3 = 25 × 
1

2
×

1

2
×

1

2
 = 25-3 = 22 

22 = 25-3 = 25 × 
1

2
×

1

2
×

1

2
 = 25×2-3 = 25÷23 

  

每乘 1 個 2，次方會增加 1， 

每乘 1 個 
1

2
，次方會減少 1， 

其中 23 = 2 × 2 × 2 

2-3 = 
1

2
 × 

1

2
 × 

1

2
 

×2 

×2 

×2 

×2 

×2 

×2 

×2 

×2 

×
1

2
 

×
1

2
 

×
1

2
 

×
1

2
 

×
1

2
 

×
1

2
 

×
1

2
 

×
1

2
 

小幫手：在某數相同之下 

指數相乘，次方相加。 

指數相除，次方相減。 

次方相加，指數相乘。 

次方相減，指數相除。 
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2. 次方相同，指數的乘法。 

25×35 = 2×2×2×2×2 × 3×3×3×3×3 = (2×3)×(2×3)×(2×3)×(2×3)×(2×3) = (2×3)5 

(2×3)5 = (2×3)×(2×3)×(2×3)×(2×3)×(2×3) = 2×2×2×2×2 × 3×3×3×3×3 = 25×35 

 

小幫手：次方相同的指數相乘，某數可以先相乘再一起算次方。 

兩數相乘一起的次方，就是兩數分開次方的相乘。 

 

3. 某數的次方再次方。 

(25)3 = 25×25×25 = 25+5+5 = 25×3 

25×3 = 25+5+5 = 25×25×25 = (25)3 

 

小幫手：次方再次方，就是次方乘起來。 

次方相乘，就是次方再次方。 

 

結論：1. 𝑎𝑚 × 𝑎𝑛 = 𝑎𝑚+𝑛，即 𝑎𝑚+𝑛 = 𝑎𝑚 × 𝑎𝑛。 

2. 𝑎𝑚 ÷ 𝑎𝑛 = 𝑎𝑚−𝑛，其中𝑎 ≠ 0，即 𝑎𝑚−𝑛 = 𝑎𝑚 ÷ 𝑎𝑛。 

3.  (𝑎𝑚)𝑛 = 𝑎𝑚𝑛，即 𝑎𝑚𝑛 = (𝑎𝑚)𝑛。 

4.  (𝑎 × 𝑏)𝑛 = 𝑎𝑛 × 𝑏𝑛，即 𝑎𝑛 × 𝑏𝑛 = (𝑎 × 𝑏)𝑛。 

其中𝑎, 𝑏為任意數。 

 

 

5-4 指數的比大小與運算 

1. 請比較下面這些數字的大小 

(1) 28、46、83 

 

 

 

(3) (2 × 3)15、214 × 316                           

 

 

 

(5) (29)8、(210)7 

(2) (−2)8、(−4)6、(−8)3 

 

 

 

(4) 213 × 49、412 × 83 
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2. 計算 73＋(－4)3之值為何？ 

 

 

 

 

 

3. 下列敘述何者正確？ 

(A) 23－(－2)3＝0  

(B) 24－(－24)＝0 

(C) (－2)3－(－23)＝0 

(D) (－2)4－(－24)＝0 

 
 
4. 計算 11－32×[2－(－3)2]＋6 之值為何？ 

 

 

 

 

 

 

5. 算式 (－3)4－72－
26

(－2)3 之值為何？ 
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數學新世界  
實數系  指導：CA 

高中核心概念 作者：蔡晴穎 

 

 

數，因使用需求而產生。 

只要是實際看得到的長度，都可以用「實數」系統形容。 

 

我們需要哪些數，才能描述所有可能的⾧度？ 

阿銘想量竹竿的長，他把一端放在 0 的位置… 
1. 若另一端剛好落在刻度 45 公分的位置，那麼量到的竹竿長為_____公分。

(整數) 
2. 若另一端剛好落在刻度 45 和 46 公分中間的位置，那麼量到的竹竿長為

_______公分。(分數) 

 
 

3. 若另一端落在刻度 45 和 46 公分大約
1

3
的位置，我們把它放大來看…。 

 
 

發現它還是在大約
1

3
的位置，於是再把它放大看… 

 
 
 

發現它還是在大約
1

3
的位置，於是再把它放大看… 

 
 
再放大… 

 
 
 
 
 

一直都還是在
1

3
的位置…，那它的長度應該是多少呢？________我們有真的

量到它嗎？_______它寫成小數是_________________
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4. 分數寫成小數只有兩種形態： 

有限小數，如
1

2
。 

反過來，我們可以把5.3這個有限小數寫成分數嗎？________ 

 
 

無限循環小數，如
1

19
，一定保證會循環嗎？ 請說明。     19 1  

 
 
 

反過來，我們可以把5.328這個無限循環小數寫成分數嗎？ 

 
 
 

 
 

想想看…「無窮」這件事 

無窮，是個形容詞，不能直接拿來算，只能靠推論。 

阿銘量身高，機器上方的量尺不斷下降，靠近阿銘的頭…慢慢的、不斷的靠

近…， 

當尺靠到頭的時候，量到的長度是尺的長度還是阿銘的身高？它們是一樣的

嗎？＿＿＿＿ 

尺的刻度可以拿來標示為阿銘的身高嗎？＿＿＿有更好的選擇嗎？＿＿＿＿ 

身高是身高、尺是尺，阿銘的身高和尺的刻度差了什麼？＿＿＿＿ 

數，被用來標記長度，差一個點，長度有差嗎？______ 

0.9 0.9 0.09 0.009 0.0009 ...      
每加一次，它與 1 的距離就又縮為原來的

_________，無止無盡的靠近， 

那麼0.9 和 1 有一樣嗎？＿＿ 

我們如何檢驗？ 

 

三㇐律： 
兩實數之間的關係，大
於、等於、小於，三選㇐ 
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0.9 是形容一個不斷靠近 1 的數，那麼最適合拿來描述0.9 的數是哪一個數呢？

______ 

兩個分數之間，一定還有分數嗎？＿＿＿＿＿你能在
1

9999
與

1

10000
間再找一個

分數嗎？＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿ 

0 是什麼都沒有嗎？ 
1 1 1 1 1

, , , , ...
9 99 999 9999 999...999

這樣的數列，會一直往 0 靠

近，越來越小、越來越小…到最後還有剩嗎？剩下什麼呢？________ 

按照這樣的想法，有理數（分數）已經密密麻麻的囉！那麼，數線還有空隙

嗎？…也就是說，分數已經足夠我們描述所有可能的長度了嗎？ 

 

  

兩數是否㇐樣，如何得知？ 

(1) 減法： 是否為 0？ 

(2) 除法： 是否為 1？ 
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非分數 Irrational Numbers (無理數) 

阿銘想在房間的一個轉角做一個櫃子，如右圖，請

用畢氏定理，幫阿銘算出櫃子的面寬應該是

_______公尺。 

這個數是量出來的，還是算出來的？ __________ 

它是真實存在的長度，所以我們在數線上一定找得

到它，對吧！ 

2 這個數可以寫成有限小數或無限循環小數(分數)嗎？ 

 證明 2 不是分數。 

 

 

 

顯然，原來發展出來的數已經不夠用。我們稱像 2 這樣的數為無理數。但它不

是分數，所以既不是有限，也不會循環，那麼它就是無限不循環小數了! 

 

無理數不是分數，表示分數還是有空隙囉！那麼，數線上我們再加上無理數

(非分數)之後，還有空隙嗎？ 
戴得金切割（Dedekind cut）告訴我們，沒空隙了，已經全部填滿

了。 
 

自然數、整數、正整數  、０、負整數  、有理數（分數）、無理數

（非分數）、實數，這些數如果要用填入下列區域中，如何擺放比較好？ 

 

 

 

1 公尺 

1 公尺 
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數學新世界  
絕對值不等式  指導：CA 

高中核心概念 作者：蔡晴穎 

 

 

絕對值，意思是「我不在乎這個數的正負(性質)，只想知道它的值有多大～」 

例一： 

下圖是我國 2016~2018 年的進出口統計表。 

淨出口為正值時，稱為貿易順差或出超。 

淨出口為負值時，稱為貿易逆差或入超。 

但是當我們想觀察貿易活躍程度時，我們必須同時觀察進口與出口的貿易值，

也就是說，我們會在乎貿易總值。此時，我們不在乎正負，只在乎總量。因

此，貿易總值＝出口總值＋進口總值。我們在乎的是差距還是正負?______ 

 

資料來源：經濟部國際貿易局 

例二： 

媽媽用奶瓶餵 baby 喝奶，每餐都固定準備 200ml 的奶。 
第一餐，baby 喝完後剩下 30ml。請問 baby 這餐喝了多少奶? 
你如何算出來的呢?請列出算式。 

 
第二餐，baby 喝到刻度 80ml 時睡著了，醒來後又繼續喝，最後剩下

15ml。請問 baby 醒來後喝了多少 ml? 請列出算式。 

 
第三餐，baby 喝完後剩下 50ml。 
請算出 baby 今天這三餐一共喝了多少奶?_______ml 

 
 
我們在乎的是差距還是正負?______ ，減 b就是「對 b歸 0」 
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看差距 

 
 | 0 | 3x   的解為____________在數線上與 0 差距為 3 的點有哪些?  

 
 
 

 | 2 | 3x   的解為____________在數線上與 -2 差距為 3 的點有哪些? 

 
 
 

 

 

代數ˇˇ研究數、數量、關係、結構與代數方程（組）的通用解法及其性質的

數學分支。 

幾何ˇˇ核心是距離，研究圖形的結構與性質之數學分支。 

圖形輔助ˇˇ代數與幾何的相輔相成。 

 

針對一個問題，我們可以用代數的思維來看，也可用幾何的想法。 

另外，自從有了笛卡兒坐標幫我們從圖形的高度看到數值的大小，代數與幾何

於是相輔相成，又有了不一樣的視野，我們可以透過對函數圖形的了解來協助

我們思考。 

在高中，我們常在這三種思維中切換，尋找方法解決問題。針對絕對值，我們

也可分別用三種角度來切入。  

「對-2歸 0」 
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首先，我們應該找到 的臨界點在哪裡?  

如果 _____x  ， 3 0x    

如果 _____x  ， 3x   _________ 

如果 _____x  ， 3x   _________ 

歸零的點(臨界點)是_______ 

如果我們把它視為數值 3y x   

，請在右方畫出它的圖形。 
 

接下來，我們要開始看圖說話哦！ 

(1) x 是多少的時候 y 值會等於 3？ 

專業數語： 3 3x   的解。 

請在右方標示解範圍。 

並在下方以代數形式寫出 x 的可能範圍。 

(2) x 是哪個範圍的時候 y 值會比 3 大？ 

專業數語： 3 3x   的解。 

 

 

(3)  x 是哪個範圍的時候 y 值會比 0 大？ 

專業數語： 3 0x   的解。 

 

 

(4)  x 是哪個範圍的時候 y 值會比 3 小？(不准笑!!) 

專業數語： 3 3x   的解。 

 

 

(5) 求 3 0x   的解。 

 

 

(6) 求 3 0x   的解。 

 

 

(7) 求 3 1x    的解。 

 
註：課綱提到不應出現函數圖形求解，請自行斟酌教學 
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代數思維： 

求解 2 3 7x x     

找到臨界點，並分段討論方程式： 
第一段：                     第二段：                    第三段： 

 

幾何思維： 

求解 2 3 7x x     

 到_____的距離 ＋ 到_____的距離 ＝7 的點  拉橡皮筋… 

 

解範圍：________________________ 

圖形輔助思維： 

求解 2 3 7x x    將方程式轉換成函數值的思維… 

(1) 找到臨界點，並分段討論 2 3y x x    之值 

第一段：                 第二段：                  第三段： 

( )f x                     ( )f x                      ( )f x    

 

(2) 畫出 2 3y x x    的圖形 

 

 

(3) 判斷並找出符合要求的解 
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數學新世界  
從科學記號談對數與指數 

指導：CA 

高中核心概念 作者：蔡晴穎 

 

 

一. 前言 

生活中遇到的事物，有時候我們會說越小越好，有時候我們會說越大越好…，

例如： 

日前精密加工的精度已達到奈米級，並不斷的向更高精度、更小尺度方向

發展，量子力學和雷射技術引發的微奈米製造，製造出極小尺度和極高精

度產品。對奈米加工技術而言，越小等級越高。 

地震能量的計算可以研究地震的發生及地震的本質，而地震規模越大，地

震所釋放的能量也越高。 

在過去，我們會以幾個單位量來感受數的大小，但如此對於相對很大或很小的

數，僅僅使用不同的單位不容易理解它的大小，也不方便做計算。尤其很多時

候我們更在意的其實是數是以什麼樣的倍率在成長（如銀行的複利）時，我們

想看的是它被等倍數放大或縮小幾次。（一種 zoom in 與 zoom out 的感覺） 

在這個單元，我們要換個角度，用等級的方式來表達一個數的大小，特別是很

大或很小的數。
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二. 看等級 

我們想要看什麼事物的等級？ 

1. 多大？多小？ 你想要看的是哪一個等級？ 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

2. 夜空中群星閃爍，明亮有別。為定量描述星星亮度，天文學家創用「星等」

的概念，把星星分成六個等級，一等星最亮，六等星最暗，一等星的星光

強度大約是六等星的 100 倍，等級之間的星光強度相差約 2.5 倍。 

3. 自然界，對於地震的大小是用等級衡量的，地震等級每相差 2 級，能量增

加 1000 倍，能量等級之間的差約 32 倍。 

4. 人的感覺上的強度，大約和刺激強度的等級成正比。比如，我們感覺聲音大

了一倍，不是因為聲源功率增加了一倍，而是聲源功率增加了一個數量級。

每增加 10 分貝的音量，相對強度實為原來相對強度的 10 倍。  
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三. 科學記號最簡單的等級表示法 

科學記號是一種以 10 倍為晉級標準的整數等級表示法，也就是說兩數相差 10

倍，他們就相差一個等級，方便我們用來描述很大或很小的數。因為它跟我們

平常慣用的數字系統相似，因此，它可瞬間讓我們清楚讀出該數大小，並且可

以判讀此數在該等級中的定位大小。就讓我們來看看它的好用之處！ 

 

5. 這是辛巴威幣，你能在 5 秒讀它的面額

嗎？很難吧！ 

請試著把這張鈔票的面額用最容易讀

出來的方式寫下來：_______ 

2015 年辛巴威總統為了解決長

久以來的通膨問題，宣布要正式

廢棄辛巴威幣。2008 年之前發行

的貨幣，每 250 兆辛巴威幣可以

換得 1 美元，請問這張辛巴威幣可以換成多少美元？________ 

 

6. 某種病毒大小約為 0.00000008 米，你能一眼讀出它大約是多少奈米嗎？

_____ 

你覺得我們會用 0.000000080003 米這樣的數來描述它嗎？______ 

為什麼？___________________ 

請試著把 0.00000008 用最容易讀出來的方式寫下來：_______ 

如果一奈米 910 米，0.00000008 米是多少奈米呢？___________ 

如果你的身上有 34565 元，你會如何「大約」形容身上錢的多寡？ 

□0.3 十萬多元   □3 萬多元  □34 千多元 

在你的形容中 4 3 2 1 034565 3 10 4 10 5 10 6 10 5 10           

有兩種思維： 

「把𝑏當 1，a是多少？」 

「a是 b的幾倍？」 

萬 個 十 千 百 
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7. 10 1510 10 最接近哪一個數？  □ 1010   □ 1510    □ 1610   □ 2510   

 

8. 對於很大或很小的數，我們會用科學記號來形容它的大小。因為數很大

或很小，所以我們只在乎(或是只能精確到)前幾個具有影響力的數字。 

用科學記號來形容，方便直接讀取其等級，以及在這個等級中的大小： 

                    

 

 

9. 91 10 是第 9 等， 9 1010 10 10  是第 10 等，那麼你覺得科學記號 10ba

中，a應該有何限制？___________________  

等級 多少個 
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四. 有效數字 

在談有效數字之前，我們先談談什麼是「概數」。 

「概數」談的是，針對我們既有的數據，我們不需要太精準描述時，會想找到

一個可以形容其大概的大小，又不失真過多又好用的做法。四捨五入常常是我

們拿來取概數的一個方法。 

例如：  

 

(1). 如果我們四捨五入取概數 7 來描述鉛筆的長度時，它實際的長度可能

是介於哪一個範圍：       鉛筆長         。而剛好是兩個刻度

的一半時，我們統一選擇下一個比較大的整數刻度單位來代表其值。 

(2). 2 1.4142135623730950488016887242097...  

我們其實常常沒有必要這麼精準，所以會取個足以滿足需求的概數來

表示，如 2 1.414 。 

 

「有效數字」是：真正有意義的數字。 

例如：當我們在測量的時候，它已經不在刻度上了，但我們想要找一個比現有

刻度更準確的描述。它不一定是真正數值的大小，但卻是最靠近真正數值的最

佳猜測。 

例如： 

 

(1). 我們估計它真實的長度是 6.73。6、7、3 這三個數字都有它的代表意

義，我們稱有效數字位數為 3 位。而 6.73 也是我們能夠精準描述的上

限了。 

 

(2). 從地球到月球的平均距離是 384,401 公里(因為月球在橢圓軌道上運動，

實際的距離隨時都在變化著)。寫成科學記號應為 53.84401 10 ，隨著測

估計值 
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量儀器的日益精進，有效位數已可達 6 位。換算成公尺則記為

83.84401 10 ，有效位數仍然是 6 位。 

但如果我們只想大約描述其距離，我們可能會說大約是 384000 公里，

或 38 萬公里，如此我們稱之為概數。 

科學記號 10ba (1 10 ,a b  為整數)中，係數 a的所有數字皆為有效數字。 

有效數字的位數稱為「有效位數」。 

10. 科學記號表示法 53.1 10 與 53.100 10 有何差別呢？________ 

 

 

有效數字的加減乘除 

為方便識別估計數字，我們在其下方畫一短橫，如 2.35 。 

由於估計數字的不精確性，當我們想對帶有估計值的數字做運算時，我們同

樣也必須考慮計算完後的數字之精確性，提供之後運用時參考。 

 

56.2

0.46

56.66

       

56.2

0.46

55.84

      

5 6. 2

0. 4 6

3 3 7 2

2 2 4 8

2 5. 8 5 2


  

 

 

從上面的例子我們發現： 

 估計的數字與精確數字作加減乘除的運算後，精確數字因為受到估計數

字不精確運算後的影響，會：□精確  □不那麼精確 

 

 

估計

精確 

相加後受到影響 
已不甚精確 

相減後受到影響 
已不甚精確 

估計

精確 

估計

估計 

被估計值乘
到的數，通
通不精確了 

被估計值加
到的數，也
都不精確了 你覺得要不要用

四捨五入進位？ 
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另一個運算上會遇到的問題是進位。舉例來說 42.7 與32.6這兩數相加時： 

  

42.7

) 32.6

75.3

  

 兩個估計數字相加後若進位，則：□還算得上精確  □不那麼精確 

 

我們試著練習對帶有估計位數的有效數字做加減乘除的運算。過程中每一次的

運算都請在「不那麼精確」的數字下方畫上短橫。並在最後，圈出精確數字並

取一位最高的估計位數，之後的位數均四捨五入。 

例如：9.28 3.954 4.40 17.63 4 17.63     

5.8

) 2.35

          5.8

) 2.35

           5.8

) 2.35

          
6.7 75.3

 

 

 

小結： 

(1) 加減法：有效位數取估計數字位數最高者，其餘四捨五入。 

        估計的數字與精確數字作加減乘除的運算後為估計數字。 

        兩個估計數字相加後若進位，則算確定數字。 

(2) 乘除法：有效位數取兩數中之最小有效位數。 

 

如需複習國中的指數律，可先看第八部分：『關於指數』  

估計的部分，你覺得相
加後要進位嗎？ 

你覺得原本精確的數，
進位之後精確嗎？ 
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五. 數字的等級表示法 

(以下註：十年級課綱僅介紹以 10 為底的常用對數符號，其他底數挪往十一年級，可斟酌教學) 

我們用等級的方式來詮釋一個數字的方法有兩種：   

A. 數字越大等級越高，  B. 數字越小等級越高。 

 

以晉級標準 2 示例 

數字越大等級越高，表示晉級標準____1。(填大於或小於) 

請在括號寫標上對應的等級。 

 

 

 

 

試將 5 這個數寫成以 2 為晉級標準的科學記號， 

亦即5 (2) ba  ， a  ____，b  ____。 

以晉級標準
1

2
示例

數字越小等級越高，表示晉級標準____1。(填大於或小於) 

請在括號內標上對應的等級。 

 

 

 

 

 

試將 5 這個數寫成以
1

2
為晉級標準的科學記號， 

亦即
1

5 ( )
2

ba  ，a  ____，b ____。 

 

    

                                                   

0.25 0.5 1 2 4 0 

(   ) (   ) 0 級 (   ) (   ) 

    

                                          

0.25 0.5 1 2 4 0 

(   ) (   ) 0 級 (   )級 (   )級 
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六. 重返科學記號 

11. 我們再回到慣用的科學記號看等級。首先，每 10 就會增加一等，所以我

們的晉級標準是 10。 

請在括號內標上對應的等級。                (此 scale未按照比例畫) 

   

 

 

 

由此可知，當晉級標準為 10 時，增加 1 級，數會變為原來的_______倍；增加

2 級，數會變為原來的_______倍；增加 3 級，數會變為原來的_______倍…，

以此類推。 

12. 細看 410 這個等級中， 43.65 10 在什麼位置呢？ 

 

 

 

 

 

整數的等級顯然不夠用，如果我們需要更精確的形容等級， 43.65 10 應該

大約是幾等呢？我們不妨分段思考。 

如果我們單看 410 ，它是幾等呢？_________ 

如果我們單看3.65的等級，它大約是幾等呢？________（亦即 ?3.65 10 ，

0 ? 1  ） 

用計算機幫忙，看看能不能更精確些？_________ (請四捨五入精確到小數

點後二位) 

試試把3.65和 410 這兩個等級合併，它代表的等級是_____________。 

                                                            

0.01 0.1 1 10 100 

(    ) (    ) 0 級 (    ) (    ) 

 

                                          

降級 晉級 

從等級 4 再多晉級一些… 
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13. 在數學上，我們另有專有名詞來分別形容這個不滿 1 的等級與整數等級

哦！ 

 

也就是說， 

首數是：在那一個等級之下。 

尾數是：再繼續「晉級」的大小。 

14. 接下來我們來挑戰負等級。 

細看 -610 這個等級中…。負的等級，我們必須慢慢想清楚。 

就等級而言： 

 

 

 

就真實的數而言： 

 

 

 

 

63.65 10 應該大約是幾等呢？我們也可分段思考。 

參考前面算出的數據， 610 是____等，而再 3.65 會讓我們的等級從 6 再

多晉一些，大約多_______等（亦即 ?3.65 10 ，0 ? 1  ）， 

所以 63.65 10 代表的等級會是____________。 

 

 

(註：十年級課綱不介紹首尾數，挪往十一年級，可斟酌教學) 

首數 尾數 

 

首數：在等級尾數：再多晉級一些 

 

 
                                         

降級 晉級 
晉不到 1 級 

等級−6 等級  等級  

從等級 6 再多晉級一些… 
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15. 在數學上，用對數函數 log x來標示 x這個數的等級。 

logx代表：『 x』這個數在 10 這個晉級標準下，所代表的 

『等級』。 

 

16. x在以a為底時的等級為_______  

x在以b為底時的等級為_______ 

x在以 c 為底時的等級為_______ 

所以， x a b c    

17. 做些練習熟悉一下新學到的對數函數： 

log1000  ____， 9.8log10 _____， 7.1log10 _____， 

1
log

10000
______， log 3.610  _____，

1
log

210 ______； 

若 log5.5 0.74 ，那麼 1.7410 ______ 

18. 請用計算機，找到下列等級，精確到小數點後 4 位： 

log 2 _______， log3  _______， log 4 ________， log5 _______，

log6 _______， log7 _______， log8  ________， log9  ______。 

19. 如果將 x寫成科學記號 10bx a  ， a的範圍是__________________， 

所以 x的尾數可記為___________，其範圍應為_________________。 

20. 利用 17 題的數值，完成下方空格。 

 

 

 

 

 

log10 xx   

 

數值

等級
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21. 算算看，0.5 等級大約是多少？________ (請精確到小數後 2 位) 

因此科學計號（等級）表示法中，代表等級 5.5 等的數應該為：___  

 

 

 

 

 

22.  

 

 

 

23. 有了等級的表示法，對於很大或很小的數，是不是變得更好算了呢？ 

（用計算機幫忙，等級四捨五入到小數後 2 位）

9 8

9 8

3450000000 700000000

(3.45 10 ) (7 10 )

10 10 10 10

10



   

   



 

24. 利用 20 題的數據或計算機，連連看，在下方找到適合這些數的等級。 

1.810 、 0.1110 、 12 10 、 27 10 、 16.1 10 、 0.210 、 03.6 10  

 

 

 

 

25. 135.99 10 是 105.99 10 的_______倍。 

110ba  是 110ba  的_______倍。 

15 10ba  是 110ba  的_______倍。 

 

  

                                  

 

降級 晉級 

首數 尾數 可以大於 0，也可以小於 0 一定大於 0 小於 1 

 

                                                            

0.01 0.1 1 10 100 
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26. 若 log 8.622x  ， log 5.622y  ，則 x是 y的_______倍。 

若 log 3.622x   ， log 1.622y   ，則 x是 y的_______倍。 

若 log 1.622x  ， log 0.378y   ，則 x是 y的_______倍。 

 

27. 11.310 是 14.310 的_______倍。 

1.2710 是 2.2710 的_______倍。 

2.6610 是 1.3410 的_______倍。 

 

28. 若 log 3 logx y   ，則 x是 y的_______倍。 

若 log log 2x y   ，則
x

y
_______。 

 

29. 若正實數 ,x y滿足 10log 2.8x  ， 10log 5.6y  ，則 2
10log ( )x y 最接近下列

哪一個選項的值？( log 2 0.301 ) 

(1) 2.8   (2) 5.6   (3) 5.9   (4)8.4   (5)11.2。 【101 學科能力測驗】 

 

 

30. 芮氏地震規模 r 與釋放能量 E 的關係為何？ 

中央氣象局根據地震學家古騰堡之公式： log 11.8 1.5E r  。 

可知規模 r 每增加 1，其所釋放的能量(E 單位爾格,erg)約增大_______倍。 

規模增加 2，相當於地震釋放能量增大為___________倍。 

 

31. 承上題，已知民國 88 年 921 集集大地震芮氏規模為 7.3，民國 100 年 311

日本仙台大地震芮氏規模為 9.0。那麼日本仙台大地震所釋放出的能量約

為集集大地震的_________倍。 

 

留意：這裡是 1.5 倍 
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32. 分貝表示聲音的強度或響度，也就是音量。零分貝的設定，是根據聽力正

常的年輕人所能聽到的最小聲音所得到的。發出零分貝所需的功率值為 0P。

我們把所需的功率值稱為強度。 

描述聲音大小的單位為分貝(dB)，其與聲音的相對強度(
0

dBP

P
)可寫成下列

關係式：   
0

10 log dBP
dB

P
  。 

根據此式： 

 

(1). 10 分貝相對強度是 0 分貝強度的_________倍。 

20 分貝相對強度是 0 分貝強度的_________倍。 

 

(2). 故每增加 10 分貝等於相對強度變為原來相對強度的_______倍，每增

加 20 分貝等於相對強度變為原來相對強度的_______倍，每增加 30 分

貝等於相對強度變為原來強度的_______倍。 

 

(3). 一般人的談話音量約為 60 分貝，而哭鬧中的孩子音量可達 122 分貝，

請問哭鬧聲的相對強度是談話聲音相對強度的多少倍？__________ 

(註：救護車警笛開到最大聲時，高達 118 分貝，飛機場跑道 120 分貝。) 

 

(4). 一個小孩哭鬧以 122 分貝來計算的話，幾個小孩一起哭鬧時，音量會

變成 132 分貝？___________  (有沒有很佩服幼兒園老師呢？) 
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我們也會需要別種晉級標準嗎？  

33. pH 值是衡量酸鹼性的直接尺度，其範圍介通常於 0pH  到 14pH  之間，

化學上以 pH 值來表示水溶液的酸鹼性，以氫離子莫耳濃度 H   來標定。

在 25°C 下，pH=7 的水溶液為中性，這是因為水在 25°C 下自然電離出的

氫離子和氫氧根離子濃度的乘積始終是 1×10−14，中性水溶液此時兩種離

子的濃度都是 1×10−7mol/L。 

pH大於 7表示H+的濃度小於OH−的濃度，此時我們定義溶液鹼性比較強。

我們希望定義 pH 愈大，溶液的鹼性（等級）也就愈強。 

例如： 

氫離子莫耳濃度 H     pH 值   

 

氫離子濃度越小，等級越：□高  □低 

猜猜看它的晉級標準是：_______ 

510  5 

610  6 

710  7 

810  8 

910  9 

 

34. 電腦是採用電路運作（Ｉ／Ｏ），故儲存容量單位是以二進位計，因

此，我們會使用 2 當晉級標準。 

你的硬碟是哪一個等級呢？ 

 

 

 

1 PB 的硬碟容量是_______TB。 

 

35. 晉級標準可以是 1 嗎？____  

如果晉級標準是 1，那等級有意義嗎？____為什麼？_______ 

 

 容量單位 Bytes 
     

KB MB GB TB PB EB ZB YB B 
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升一級 

降一級 

七. 對數函數   (註：十年級課綱不介紹底為 10 以外的對數函數，挪往十一年級，可斟酌教學)

( ) logaf x x  ，這是對數函數，它在表現 x這個數在以 a為晉級標準時的

「等級」。簡言之，它是一個看等級的函數，直接反應出 x這個數的等級

大小。 

 

 

 

 

 

 

 

36. 就如同其他函數，我們想看它函數值是如何改變的，可以藉助函數圖形。 

用前述「數字的晉級表示法」的概念，以高度代表等級，描點概畫出函數

2( ) logf x x 的圖形。（僅在 y為整數的地方描點即可） 

 

 

 

 

 

   

 

 

 

 

 

 

 

真數 

晉級標準，
一般稱底數
(底數為 10 時

常省略不寫) 
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(1). 當 x越大，等級會越_____，當 x越小(靠近 0)，等級會越____。 

(2). 我們不看負數的等級，所以對數函數圖形只表現在 x軸正向。 

(3). 觀察圖形中的虛線，每一個等級的範圍，都是前一個等級範圍的

_______倍，但等級只有提高一級，等同於它用比前一級多兩倍的距離

才能再晉升一級。換句話說，只要把這一級的圖左右放大兩倍，就會

是下一級的函數圖形。 

(4). 因此，我們只要掌控了 0～1 級之間的圖形，就等於掌控了整個函數的

圖形。 

(5). 由於底數為 2，所以等級為 1 時， x必為______。我們可藉此快速辨認

函數圖形的底數大小。 

(6). 下列哪些點也會落在函數 2( ) logf x x 的圖形上呢？ 

□ 2(3,log 3)   □ 2( 3, log 3)   □ 4.5(2 ,4.5)   □ 10(10,2 )   □ 2.9

1
( , 2.9)
2

  

 

37. 觀察下圖，試著回答下列問題： 

(1). 哪一個函數比較容易晉級？___ 

(2). a 與 b 兩個晉級標準哪一個比較大？____ ，你如何得知？

___________________ 

(3). 左圖中的晉級標準 a、b 是比 1 大還是比 1 小的數？___________， 

你如何得知？_________________  
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升一級 

降一級 

38. 描點概畫出函數 1

2

( ) logf x x 的圖形。(僅在 y為整數的地方描點即可) 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

39. 觀察右圖， 

 

(1). 哪一個比較容易晉級？___ 

(2). c 與 d 兩個晉級標準哪一個比較大？c____d 你如何得知？

____________________ 

(3). 左圖中的晉級標準 c、d 是比 1 大還是比 1 小的數？_______ 

你如何得知？______________________ 
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40. 請找出下面 4 個等級函數圖形的”晉級標準”，並在圖形旁寫下其函數。 

(1). 當晉級標準(底數)大於 1 時，你是如何判別的？ 

_____________________________ 

(2). 當晉級標準(底數)小於 1 時，你是如何判別的？ 

_____________________________ 
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八. 關於指數 

國中學過的指數表示法，它的指數部位代表等級(Index)。用等級的思維，指

數律自然而然因應產生。 

一次跳一級                  

 原本

的數 
22  

22  
22  

22  
22  

22  
22  

乘以 32  
52    52

   

升降

級 3       
4
 

怎麼

算 
2 32 

   
2 102 

 
 2 72    

後來

的數 
52   92      

小結 (1) a  a = a +   (2) 



a

a = a –  

一次跳m級(以 3m  為例)       

 

從
02 開始，一次跳

32  

升降級 

(跳幾次) 
2  4    5    

變成 3 2(2 )    3 5(2 )   3 3(2 )   

怎麼算 3 22 
       

後來的數 62   92     212
 

小結 (a) = a  

往
上
跳
一
次 

升
一
級 
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實數等級(實數指數) 

從前述有關等級的討論我們可以了解，等級(index)經常會用到小數。也就是

說，整數的等級是不夠用的，我們需要的是「實數」的等級。 

我們知道，實數＝有理數＋無理數。我們分別來看它們。 



首先，我們來看看
1

32 是什麼？ 同一個數連乘了 3 次會變成 2 

 

 

 

 

同一個數連乘了 3 次會變成 2 

 3 2x  ，我們稱之為『2 的三次方根』，記為 3 2 。 

分數指數的定義：設 , 0a R a  ，m n Z、 ， 0n  ，則： 

(1) na
1

= n a    (2) 
1 1

( )
m

m mn n na a a


  ，解讀為m個
1

na 相乘。 

當等級為不是分數（無理數)時： 

你認為 35 大約在哪個位置比較合理？ 

試著下方適當的括號中填入 35 。( 3 1.732 ) 我們依然相信有這個數！ 

 

 

41. 請用計算機算出 35 __________ 

42. 練習化簡： 

(1) 3

1

27 =_____ (2) 2

3

25 =_____  (3) 3

2

8


=_____  (4) 6 4096 =______。 

 

   

                                                           

 

(    ) 
(    ) (    ) (    ) 
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九. 對數的運算         (註：十年級課綱對數函數的運算，挪往十一年級，可斟酌教學) 

當我們以等級(index)來表示數的大小，那麼等級的四則運算與真數之間有何

關聯呢？在這個單元，我們要一起來想清楚， log loga ax y ？ 

首先，我們必須釐清一件事：不同的底之間適合做運算嗎？  

例如： 20 153 5 好算嗎？ 

但如果我們都以 10 為底來看的話…， 

我們知道 20 9.5423 10 、 15 10.4855 10 ， 

如此 20 153 5 就會變得比較好算： 20 15 9.542 10.485 20.0273 5 10 10 10    。 

因此，我們喜歡 。 

 

暖身： log 1 _______a  ； log _______a a  ； log _____a ba    
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43. log3 log5 log  ？ 

也就是說，在底為 10 時，3 的等級＋5 的等級＝哪一個數的等級？ 

先想想，原來的數做什麼樣的運算時，等級會相加？  

3 10

5 10




  

 

仿左，試論：

log log loga a ars r s   

 

 

 

 

 

 

 

結論：兩個數相乘等級相加 log log loga a ars r s   

 

44. 若 p q r  ，請用 ,a b表示括弧中的數。 

 

(        ) 

(        ) 

(        ) 

p 
q 

r 

   (     ) 
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45. 想法： 3 3log 24 log 8 ？ 

也就是說，在底為 3 時，24 的等級－8 的等級＝哪一個數的等級？ 

先想想，原來的數做什麼樣的運算時，等級會相減？  

24 3

8 3




  

 

 

 

仿左，試論： log log loga a a

r
r s

s
   

 

 

 

 

 

     

 

結論：兩個數相除等級相減   log log loga a a

r
r s

s
   

46. 若 p q r  ，請用 ,a b表示括弧中的數。  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(        ) 

(        ) 

(        ) 

P 

r 

q 

(     ) 
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47. (1) 53log 8 ？ 

想想看那一個數的等級是 53log 8 ？？ 

我們知道，8 以 5 為底的等級為 5log 8 ？， 

5log 88 5   

5 5 5 53log 8 log 8 log 8 log 8 35 5 5 5 8 8 8 8         

48. (2) 5

1
log 8

2
？ 

想想看那一個數的等級是 5

1
log 8

2
？ 

5log 88 5   

 5
5

1 11
log 8 log 82 225 5 8    

承上試論： log logt
a ar t r  

 

 

a r t t

 log logt
a ar t r

49. 請試著解釋為什麼 
1

log
loga

b

b
a

  

 

50. 請問下列哪一個選項等於   532log ？ 

(1) 5log(23)   (2) 35log2   (3) 5log2log3   (4) 5(log2+log3)  (5) 35log2。

                                  【103 學科能力測驗】 

等級變一半… 
 

等級變 3 倍… 
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有時當我們想要對不同底的數做運算時，換成別的底會比較好算。因此，我們

會有隨時可以轉換基底的需求。到底基底是如何進行轉換的呢？其實很簡單哦！ 

請在下方坐標中畫出 2log x、 4log x與 8log x三個函數的圖，並回答下列提問。 

 

 

 

 

 

 

 

 

(1) 看樣子不同底的晉級能力不同。哪一個函數的晉級能力最好？__ 

(2) 4log 4 1 ，那麼 2log 4 _____ 。 

也就是說，如果底為 4 時可以晉 1 級，那底為 2 時可以晉 2 級。 

所以底為 2 時晉級能力是底為 4 時的________倍。 

(3) 8log 8 1 ，那麼 2log 8 _____ 。 

也就是說，如果底為 8 時可以晉 1 級，那底為 2 時可以晉 3 級。 

所以底為 2 時晉級能力是底為 8 時的________倍。 

(4) 針對 64 這個數在不同底的等級，如果想把底由 8 改為 2…… 

 

 

22 264 8 (2 ) 2 2
     

所以    2 8 2(log 8)(log 64) log 64  

 
將底由 8 改為 2 的倍

率 
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(5) 針對 729 這個數在不同底的等級，如果想把底由 9 改為 3…… 

 

729 9 (3 ) 3 3
     

所以 

       ( )( )   

 

 

(6) 針對 540 這個數在不同底的等級，如果想把底由 7 改為 2…… 

 

540 7 (2 ) 2 2
     

所以 

       ( )( )   

 

 

(7) 針對 c 這個數在不同底的等級，如果想把底由 b 改為 a…… 

 

( )c b a a a     

所以 

       ( )( ) ( )  

 

  

        

將底由 9 改為 3 所需的倍率 

        

將底由 7 改為 2 所需的倍率 

            x 

將底由 b 改為 a 所需的倍率 
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★在兩個不同的底 a、b 中，不論 c 為何，都有著相同的等級換算倍率。 

 

(8) 想想看，怎麼換的？ 

 

 

 

 

 

 

 

小結：  (log )(log ) loga b ab c c     
log

log
log

a
b

a

c
c

b
   

51. x在以a為底時的等級為_______ 

x在以b為底時的等級為_______ 

x在以 c 為底時的等級為_______ 

所以， x a b c    

52. 拿出你的計算機算出等級：1000 2 3 5 10     

例：利用換底公式 2

log
log 1000

log
   

  

  

  

(        ) (        ) 

乘_______倍  

乘_____倍  

乘______倍  
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十. 反函數 

函數是什麼呢？ 

函數是一個可以用來研究變化的關係。 

例如： 

我們用函數 ( ) 4 37f x x  來描述某飲料店氣溫 x度時，冰茶的銷售量為

( )f x ，那麼我們是想從「氣溫的變化」來看「冰茶銷售量的變化」。 

 

 

 

 

 

反過來，我們也可以用「冰茶銷售量的變化」來看「氣溫的變化」。這個時候

我們可以用函數 1 37
( )

4

x
f x 

 ，反向由「冰茶銷售量的變化」來求得「氣溫的

變化」。 

這樣主動與被動互換的函數，我們稱之為「反函數」 

 

 

 

 

  

主動 被動 

反函數： 
主動與被動對調 

主動 被動 

  

 ，讀成  inverse 
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： 

函數是想用 x的變化來看 y的變化，認知上是 x先發生， y才對應出現。 

因此，我們稱 x為自變數，而 y為應變數。在數學上，我們習慣以 x y來定

義順序，而在坐標軸上 x與 y也維持同樣的順序默契。也就是說，我們總是用

x軸來代表自變數， y軸來代表應變數。(先看 x才看 y ) 

反函數剛好相反，這樣 x與 y對調的思維，呈現在坐標軸上即為「兩軸互

換」。 

 

 

 

 

 

 

 

53. 顯然，函數與反函數的圖形就是直接將 x軸與 y軸

對調。請在右圖畫出將兩圖形對調時的對稱軸，並

寫出對稱軸方程式_____________。 

 

 

  

先 先 

後 後 
  

  

角  長度 
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數 

  

等級 

  

 把數變成等級 

把等級還原成數 

logrithm 

exponential 

 

十一. 指數函數的圖形 

( ) xg x a ，這是指數函數。我們給定等級 index，想要還原其實際的數值大小。

疑？也和等級有關？！感覺上它和對數函數很有關聯～ 

弄清楚，對數函數與指數函數的作用有何不同呢？(填入「數」或「等級」) 

對數函數 ( ) logaf x x 把______變______； 

指數函數 ( ) xg x a    把______變______ 

所以，有沒有發現其實對數函數與指數函數互為反函數！ 

圖解對數函數與指數函數之關係： 

 

 

 

 

 

54. 利用函數與反函數圖形對

稱的性質，先畫出對數函

數 2log x的圖形，再畫出

指數函數 2x 的圖形。 

 

 

 

 

 

於是，我們可利用對於對

數函數的理解，來理解指數函數。  

-3   -2    -1 
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55. 右圖兩曲線均為 

指數函數，分別判斷其 

底數。 

 

 

 

 

 

56. 右圖的指數函數圖形，底數______1 (填 >、

=、<) 

試比較右圖兩個函數的底數 a、b 的大 小。

____________________  

 

57. 右圖的指數函數圖形，底數______1 (填 

>、=、<) 

試比較右圖兩個函數的底數 a、b 的大小。

____________________ 

58.  請在圖形旁寫出左方五個指數函數。 

 

當底數小於 1 時，你是如何判別的？

______________________ 

  

(    ) 

(   ) (   ) 

(   ) 

(   ) 

-2    -1 

(   ) 

(   ) 

-2     -1 
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(            ) 

(            ) 

(       ) 

(       ) 

a b (       ) 
中點 

十二. 指對數圖形的凹向性觀察 

最後，我們討論圖形的凹向性。由於對數與指數函數的圖形均為曲線，於是就有所謂

凹向上與凹向下的區別。 

59. 函數圖形上任兩點連線段都在函數圖形上方時，稱此函數圖形為凹向上。 

通常最方便檢測的點是中點， 

檢測方法如下： 

 

 

 

 

 

即對任意實數 a＜b， 

滿足
( ) ( )

2

f a f b
____

2

a b
f

 
 
 

，( 填 > 或 < )我們就稱其為凹向上。 

60. 函數圖形上任兩點連

線段都在函數圖形下

方時，稱此函數圖形

為凹向下。 

 

 

即對任意實數 a＜b，滿

足
( ) ( )

2

f a f b
______

2

a b
f

 
 
 

，( 填 > 或 < )，我們就稱其為凹向下。 

61. 凹向上的圖形上任取兩點，其間的函數值比直線估計值：□高  □低 

62. 凹向下的圖形上任取兩點，其間的函數值比直線估計值：□高  □低 

63. 自己先畫畫看，並找出用來形容函數值「變化越來越和緩」的圖形： 

□凹向上又遞增   □凹向上又遞減   □凹向下又遞增   □凹向下又遞減 

(            ) 

(            ) 

(       ) 

(       ) 

b (       ) 
中點 

a 
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註：指對數推薦入班教學影片： 

1. 數學新世界--CA--數字的等級表示法 入班教學 20190510 (臺中市黎明國中) 

PART1 

https://www.youtube.com/watch?v=bQY3wsFg7qI&list=PL4d2Cjj-

PombLvnvdOkEJXXlNyIVFtB4R&index=5&t=0s 

2. 數學新世界--CA--數字的等級表示法 入班教學 20190510 (臺中市黎明國中) 

PART2 

https://www.youtube.com/watch?v=dZaXAwsAQwY&list=PL4d2Cjj-

PombLvnvdOkEJXXlNyIVFtB4R&index=2&t=334s 

3. 數學新世界--CA-反函數 入班教學 20190517 (臺中市黎明國中) PART1 

https://www.youtube.com/watch?v=RrROuNnrfiE&list=PL4d2Cjj-

PombLvnvdOkEJXXlNyIVFtB4R&index=3&t=0s 

4. 數學新世界--CA-反函數 入班教學 20190517 (臺中市黎明國中) PART2 

https://www.youtube.com/watch?v=CDGE31bAQBc&list=PL4d2Cjj-

PombLvnvdOkEJXXlNyIVFtB4R&index=4&t=0s 

5. 數學新世界--CA--幾何圖形 對數的首數和尾數 教師共備 20190719 (新北市蘆

洲國中) PART3 

https://www.youtube.com/watch?v=2FtVqBzE6Sc&list=PL4d2Cjj-

PombLvnvdOkEJXXlNyIVFtB4R&index=6&t=1020s 
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